МАТЕМАТИКА

Вступительные экзамены по математике проводятся в письменной форме.

Типовые варианты билетов дают представление об уровне требований, предъявляемых к поступающим в Горный институт.

Каждый билет содержит десять заданий. Эти задания включают преобразование алгебраического выражения, решение показательного, логарифмического, тригонометрического или иррационального уравнений, системы уравнений (алгебраических или показательно-логарифмических), задач на нахождение или применение производной, на прогрессию, на составление алгебраического уравнения или системы уравнений и задач по геометрии. В билет также входят задачи на решение алгебраического, иррационального, тригонометрического или показательно-логарифмического неравенств, нахождение области определения функции. Включены также задачи с параметром.

При выполнении заданий следует представить все необходимые математические выкладки.

Задания в билете разной сложности, что следует учитывать при решении, так как оценка каждого задания зависит от уровня его сложности.

Все числовые ответы должны быть приведены точно, т.е. не нужно переводить обыкновенные дроби в десятичные.

В билеты не включены задания на вычисление и применение интегралов. В целом материал не выходит за рамки программы средней общеобразовательной школы.

Часть примеров приведена с решениями и указаниями, к остальным даны ответы. Все указания надо изучить внимательно, поскольку они носят общий характер и их надо учитывать при решении задач.

Билет 1

1. Упростить выражение
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2. Решить уравнение 
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3. Найти интервалы монотонности и экстремумы функции 
[image: image4.wmf](
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4. Собрано 100 кг грибов, влажность которых равна 99 %. После сушки влажность снизилась до 98 %. Какой стала масса грибов?

5. В прямоугольном треугольнике биссектриса острого угла делит противоположный катет на отрезки длиной 4 и 5 см. Определить площадь треугольника.

6. Решить уравнение 
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7. Решить уравнение 
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8. Решить систему уравнений
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9. Решить неравенство


[image: image8.wmf].

1

4

4

5

2

2

£

-

+

-

x

x

x


10. При каких значениях параметра р уравнение 
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 имеет единственный вещественный корень?

Решения

1. Прежде чем приводить дроби к общему знаменателю, надо упростить каждую дробь: для первой дроби используем формулу
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для второй
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Тогда
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Окончательно
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Ответ: 0.

2. Для всех уравнений надо находить ОДЗ. Проверка делается при необходимости (например, в случае появления иррациональных выражений). 

Если в процессе решения были сделаны нетождественные преобразования, то проверку надо делать обязательно.

В данном примере ОДЗ: х(R.

Представим 22х – 1 = 22(х – 1/2) = 4х – 1/2 и соберем степени с одинаковыми основаниями в левой и правой частях уравнения:
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Вынесем общие множители за скобки:


[image: image16.wmf].

4

3

3

4

)

1

3

(

3

)

1

2

(

4

)

1

3

(

3

)

1

4

(

4

2

/

1

2

/

1

2

/

1

2

/

1

2

/

1

2

/

1

2

/

1

2

/

1

2

/

1

×

=

×

Û

+

=

+

Û

+

=

+

-

-

-

-

+

-

-

x

x

x

x

x

x


Разделим обе части уравнения на 3х – 1/2 и 3:
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по свойству степеней 
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Ответ: 
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3. Найдем область определения функции 
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Вычислим 
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Найдем стационарные точки функции: 
[image: image24.wmf](
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Исследуем производную на знак в области определения функции, результаты исследования представим в виде таблицы:
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EMBED Equation.3[image: image35.wmf]
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Ответ: функция возрастает на интервалах 
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4. Масса грибов без воды составляет 1 % от 100 кг, т.е. 1 кг. После сушки 1 кг грибов есть уже 2 % от новой массы, которую обозначим как х кг. Получим пропорцию

x кг – 100 %

1 кг – 2 %,

откуда х = 1(100/2 = 50 кг.

Ответ: 50 кг.

5. Сделаем чертеж (рис.1). CD – биссектриса, АD = 4 см, ВD = 5 см; обозначим АС = х, ВС = у.


Воспользуемся тем, что биссектриса любого угла треугольника делит противоположную сторону на отрезки, пропорциональные прилежащим сторонам. Тогда
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катет АВ = 4 + 5 = 9 см. По теореме Пифагора
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и площадь треугольника 
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Ответ: площадь треугольника 54 см2.

6. Для решения уравнения используем формулу двойного угла cos2x = 2cos2x – 1. Получим 
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[image: image53.wmf].
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Возможны два случая:

( 
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Ответ: 
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7. Найдем ОДЗ данного уравнения. Для этого выпишем два условия. Первое условие: подкоренное выражение неотрицательно; второе: правая часть должна быть неотрицательна в силу того, что в левой части стоит квадратный корень, который по определению неотрицателен. Получим систему неравенств
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Теперь можно возвести обе части уравнения в квадрат:
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Решения уравнения 
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ОДЗ. Как сказано выше, в иррациональных уравнениях обязательна проверка.

Проверка. Подставим 
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 в левую и правую части уравнения по отдельности и убедимся, что левая часть равна правой. Получим 2 ( 2.

Ответ: 
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8. ОДЗ заданной системы уравнений
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так как функция f(x) = log a x задана при х > 0.

В первом уравнении представим 1 = 30. Тогда 
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Во втором уравнении воспользуемся свойством 
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Потенцируя уравнение, получим (у + 2)2 = 5х – 1. Итак, имеем алгебраическую систему
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1-й случай:
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что невозможно, так как (у + 2)2 ( 0.

2-й случай:
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Ответы удовлетворяют ОДЗ.

При решении любой системы уравнений достаточно сложно установить тождественность всех преобразований (это может занять больше времени, чем само решение системы), поэтому следует всегда делать проверку.

Проверка. Подставим х и у в левую часть первого уравнения и в левую и правую части второго уравнения по отдельности и убедимся, что левые части тождественно равны (или не равны) правым. При х = 2 и у = 1 получим
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При х = 10 и у = 5
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Таким образом, обе пары корней являются решениями системы.

Ответ: 
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9. Раскроем данное неравенство по правилу (x( ( а ( –а ( x ( a, т.е.
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Получим двойное неравенство. Решим каждое неравенство отдельно. Первое неравенство
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Решение неравенств следует начинать с нахождения ОДЗ. ОДЗ: 
[image: image85.wmf].
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 Далее переносим все выражения из правой части в левую и приводим к общему знаменателю:
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Умножим обе части неравенства на –1, знак неравенства изменится на противоположный:


[image: image87.wmf].
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Решим данное неравенство по методу интервалов: если исключены сомножители в четной степени, то левая часть неравенства меняет знак при переходе переменной х через корни по правилу «змейки» (рис.2).

С учетом ОДЗ получим х((–2, 8/5] ( (2, +(). 

Второе неравенство
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Найдем ОДЗ: х ( (2. Решаем аналогично:
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В соответствии с методом интервалов нарисуем график (рис.3).


С учетом ОДЗ получим
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Поскольку оба неравенства должны выполняться одновременно, учтем только общие промежутки.

Ответ: 
[image: image91.wmf]).
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10. Рассмотрим два случая:

(
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Найдем его решения: 
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Ответ найдем, объединяя все случаи: р = 0, р = –25/16 и р > 0.

Ответ: 
[image: image103.wmf][

)

{

}

16

/

25

,

0

-

È

¥

Î

p

.

Билет 2

1. Упростить выражение
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при 
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2. Решить уравнение 
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3. Найти уравнение касательной к графику функции 
[image: image107.wmf](
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4. Даны три первых члена геометрической прогрессии –27/40; 9/20; –3/10; … Найти номер члена этой прогрессии, равного 4/45.

5. Два туриста выезжают одновременно на мопедах из пунктов М и N навстречу друг другу. Расстояние MN равно 50 км. Встретившись через 1 ч, они продолжают путь с той же скоростью. Первый приехал в пункт N на 50 мин раньше, чем второй в пункт М. Найти скорость, с которой ехали туристы.

6. Решить уравнение 
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7. Решить уравнение 
[image: image110.wmf].
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8. Решить неравенство 
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9. Решить неравенство
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10. Решить систему уравнений 
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Решения

1. Прежде чем производить вычисление, упростим каждую дробь, используя формулы
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[image: image116.wmf];
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Ответ: 
[image: image122.wmf]b

a

+

.

2. ОДЗ данного уравнения: 
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Ответ: 
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3. Уравнение касательной 
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[image: image135.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

3

5

3

2

3

+

-

=

+

-

-

+

-

=

x

x

x

x

.

Вычислим 
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Ответ: уравнение касательной 
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4. Формула общего члена геометрической прогрессии имеет вид 
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По условию 
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Ответ: 
[image: image149.wmf]6
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5. Обозначим v1 и v2 – скорость первого и второго туристов соответственно. Тогда 
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Составим систему уравнений
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Подставим v2 во 2-е уравнение, умножив его одновременно на 6/5:
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[image: image155.wmf];
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[image: image156.wmf].
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Так как 
[image: image157.wmf].
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Ответ: v1 = 30 км/ч, v2 = 20 км/ч.

6. ОДЗ уравнения
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Представим 1 = log22 и воспользуемся формулами
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[image: image161.wmf]);
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отсюда, потенцируя, находим 
[image: image162.wmf])
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, умножаем на (5 – х) и делим на 2 обе части уравнения: 
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Находим корни приведенного квадратного уравнения 
[image: image164.wmf]0

2

=

+

+

q

px

x

 по формуле


[image: image165.wmf]q

p

p

x

-

±

-

=

4

2

2

2

,

1

.

Получим 
[image: image166.wmf];
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 х1 = 18 не подходит по ОДЗ; х2 = –2.

Ответ: х = –2.

7. Вынесем sinx за скобки: sinx(2sin2x – 3cosx) = 0. Заменим sin2x = 1 – cos2x, получим 
[image: image167.wmf].
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Отсюда 
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Обозначим cosx = y; (y( ( 1 (так как (cosx( ( 1). Тогда 2y2 + 3y – 2 = 0.

Находим корни уравнения ax2 + bx + c = 0 по формуле
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Корень у1 = –2 не удовлетворяет условию 
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8. Найдем ОДЗ: 
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Итак, 
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Билет 3

1. Упростить выражение
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2. При каком значении параметра а функция 
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3. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
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4. Найти первый член и знаменатель бесконечно убывающей геометрической прогрессии, если ее сумма равна 6, а сумма первых пяти членов равна 93/16.

5. Одна труба может наполнить бак водой на 10 мин быстрее другой. За какое время может наполнить этот бак каждая труба, если при совместном действии этих труб в течение 8 мин было заполнено 2/3 бака?

6. Решить уравнение 
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7. Решить уравнение 
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8. Найти область определения функции
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9. Решить неравенство 
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10. Решить систему 
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Решения

1. Сначала надо упростить каждый из сомножителей и обязательно избавиться от отрицательных степеней, учитывая, что 
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Тогда, пользуясь формулами 
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Ответ: 
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2. Функция является четной, если f(x) = f(–x) для всякого x ( ООФ. Найдем f(–x) = 2(–x)2 + a(–x) + 8 = 2x2 – ax + 8 и приравняем значения f(x) и f(–x). Получим
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Ответ: a = 0.

3. Чтобы найти наибольшее и наименьшее значения функции 
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, надо найти ее стационарные точки на интервале (0,8), вычислить значения функции в стационарных точках и на концах отрезка и выбрать из полученных значений наибольшее и наименьшее.

Найдем 
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Итак, имеем две стационарные точки, из которых рассматриваем только 
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Ответ: наибольшее значение функции 
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4. Обозначим a ( первый член прогрессии, q ( ее знаменатель. Тогда формулы суммы бесконечно убывающей геометрической прогрессии и суммы первых пяти ее членов примут вид соответственно
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Получим систему уравнений
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Подставим во второе уравнение вместо 
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Ответ: 
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5. Примем объем бака за единицу. Обозначим t – время заполнения бака 1-й трубой, тогда t + 10 – время заполнения бака 2-й трубой; 1/t – скорость работы 1-й трубы; 1/(t + 10) – скорость работы 2-й трубы. Так как скорость совместного заполнения бака двумя трубами 1/t + 1/(t + 10), то по условию 


[image: image279.wmf].

1

3

2

8

10

1

1

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

t

t


Решим уравнение
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Так как 
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Ответ: 1-я труба заполняет бак за 20 мин, 2-я – за 30 мин.

6. ОДЗ уравнения: 
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 Представим (3 – х) в виде 
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Обозначим 
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Следовательно, оба корня удовлетворяют ОДЗ.

Ответ: х1 = 0, х2 = 3.

7. 
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Воспользуемся формулой
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Отсюда


[image: image308.wmf]2

4

2

2

0

2

cos

k

x

k

x

x

p

+

p

=

Þ

p

+

p

=

Þ

=


или


[image: image309.wmf].

)

6

(

)

1

(

)

2

1

arcsin(

)

1

(

2

1

sin

0

sin

2

1

n

x

n

x

x

x

n

n

p

+

p

-

-

=

Þ

p

+

-

-

=

Þ

-

=

Þ

=

+


Ответ: 
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8. Чтобы функция имела смысл, необходимо выполнение следующих условий:
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Но 
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Это значение удовлетворяет условию 
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Ответ: область определения функции х = 0.

9. Сделаем замену 
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10. Найдем ОДЗ: 
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Тогда первое уравнение будет иметь вид 
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Упростим второе уравнение: 
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Обозначим 
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Соответственно 
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 являются решением системы. Аналогично нужно сделать проверку для первой пары решений.

Ответ: 
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Билет 4(
1. Упростить выражение
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2. Решить уравнение 
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3. Найти производную функции 
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[image: image371.wmf]2

=

x

.

4. В двух школах было 1500 учащихся. Через год число учеников в первой школе увеличилось на 10 %, во второй – на 20 % и общее число учащихся достигло 1720. Сколько учеников было в каждой школе первоначально?

5. В равнобедренном треугольнике основание равно 30 см, а высота к нему – 20 см. Найти другую высоту.

6. Решить неравенство
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7. Решить уравнение 
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8. Решить уравнение 
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9. Решить неравенство 
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10. Найти решения неравенства 
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 EMBED Equation.3  [image: image377.wmf](
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 в зависимости от величины параметра а.

Билет 5

1. Упростить выражение
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2. Найти уравнение касательной к графику функции 
[image: image379.wmf](
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3. В арифметической прогрессии 
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. Найти сумму десяти первых членов прогрессии.

4. Катер, собственная скорость которого 8 км/ч, прошел по реке 15 км по течению и 15 км против течения. Найти скорость течения реки, если на весь путь было затрачено 4 ч.

5. В равнобедренной трапеции основания равны 5 и 10 см, а диагонали пересекаются под углом 120(. Найти площадь трапеции.

6. Решить систему уравнений
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7. Решить уравнение 
[image: image382.wmf].
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8. Решить неравенство 
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9. При каких значениях параметра b неравенство 
[image: image384.wmf]0
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10. Найти область определения функции 
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Билет 6

1. Упростить выражение
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при 
[image: image387.wmf].
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2. Решить уравнение
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3. Найти точки, в которых производная функции 
[image: image389.wmf](
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4. В прямоугольный треугольник с углом 30( вписан ромб так, что угол 30( у них общий, а остальные три вершины ромба лежат на сторонах треугольника. Найти длину стороны ромба, если длина большего катета равна 
[image: image390.wmf])
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5. Два трактора израсходовали 234 л горючего, причем 1-й расходовал в час на 0,5 л меньше, чем 2-й, а работал на 1,5 ч больше. Сколько горючего в час расходовал каждый трактор, если они истратили горючего поровну?

6. Решить уравнение 
[image: image391.wmf].
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7. Решить уравнение 
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8. Решить систему 
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9. Решить неравенство
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10. Решить неравенство 
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Билет 7

1. Упростить выражение
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при 
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2. Решить уравнение 
[image: image398.wmf].
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3. Найти интервалы монотонности функции 
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4. Найти сумму всех натуральных чисел, не превышающих 80.

5. Найти площадь треугольника, две стороны которого равны 27 и 29 см, а медиана к третьей стороне – 26 см.

6. Решить систему уравнений
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7. Решить уравнение


[image: image401.wmf].
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8. Решить неравенство 
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9. Найти решения уравнения 
[image: image403.wmf](
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[image: image404.wmf]3
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в зависимости от величины параметра a.

10. Решить систему уравнений
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Билет 8

1. Упростить выражение
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2. Решить уравнение 
[image: image407.wmf].
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3. Исследовать на экстремум функцию 
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4. Сумма трех чисел, составляющих возрастающую арифметическую прогрессию, равна 15. Если от первого и второго чисел отнять по единице, а к третьему прибавить единицу, то новая тройка чисел составляет геометрическую прогрессию. Найти первоначальные числа.

5. Сумма двух противоположных сторон описанного четырехугольника равна 10 см, а его площадь 12 см2. Найти радиус окружности, вписанной в этот четырехугольник.

6. Решить уравнение 
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7. Решить уравнение 
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Билет 9

1. Упростить выражение
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2. Решить уравнение
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3. В арифметической прогрессии сумма третьего и седьмого членов равна 10. Найти сумму девяти первых членов прогрессии.

4. Дан ромб со стороной а. Его высота делит противоположную сторону в отношении 1 : 2, считая от вершины острого угла. Найти площадь ромба.

5. Два печника могут сложить печь за 12 ч. Если 1-й печник будет работать 2 ч, а 2-й – 3 ч, то они выполнят 20 % всей работы. За сколько часов может сложить печь каждый печник, работая отдельно?

6. Решить уравнение 
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7. Решить систему
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9. Найти область определения функции
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10. Решить неравенство 
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3. Найти уравнение касательной к графику функции 
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4. Является ли число 1790 членом арифметической прогрессии: –5; 1; 7…?

5. Если турист поедет из дома на станцию на велосипеде со скоростью 15 км/ч, то опоздает на поезд на 30 мин; если поедет на автобусе со скоростью 40 км/ч, то приедет на 2 ч раньше. Найти расстояние S от дома до станции и время t, остающееся до отхода поезда в момент выхода туриста из дома.
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7. Решить систему
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8. Решить неравенство 
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10. Решить неравенство
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ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ

СРАВНИТЕЛЬНО СЛОЖНЫХ ЗАДАЧ

Пример 1. Решить уравнение 
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Пример 2. Решить неравенство 
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Решение. Для нахождения ОДЗ и дальнейшего решения воспользуемся следующими свойствами неравенств: 
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Пример 3. Решить неравенство 
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Запишем неравенство в виде 
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 (знак неравенства поменялся на противоположный). Тогда 
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Пример 4. Решить неравенство 
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Решение. Заметим, что
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Тогда неравенство примет вид
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Для его решения надо рассмотреть три случая:
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Для данных значений x условие 
[image: image561.wmf]4

/

5

³

x

 выполняется.

( 
[image: image562.wmf]4

/

5

3

<

£

-

x

. Тогда 
[image: image563.wmf]3

|

3

|

+

=

+

x

x

 и 
[image: image564.wmf]x

x

4

5

|

5

4

|

-

=

-

, следовательно, 
[image: image565.wmf]3

15

5

17

3

4

5

-

£

Þ

³

-

Þ

³

-

-

-

x

x

x

x

. Из полученного промежутка только одно значение 
[image: image566.wmf]3

-

=

x

 удовлетворяет условию 
[image: image567.wmf]4

/

5

3

<

£

-

x

.

( 
[image: image568.wmf]3

-

<

x

. Тогда 
[image: image569.wmf]x

x

4

5

|

5

4

|

-

=

-

 и 
[image: image570.wmf]3

|

3

|

-

-

=

+

x

x

, и неравенство имеет вид 
[image: image571.wmf]3

9

3

17

3

4

5

-

£

Þ

³

-

Þ

³

+

+

-

x

x

x

x

. В соответствии с условием 
[image: image572.wmf]3

-

<

x

 получим 
[image: image573.wmf]3

-

<

x

.

Выпишем ответы всех случаев: 
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Пример 5. Найти решения неравенства 
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Пример 6. Найти все значения параметра а, при которых уравнение 
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Ответ: 
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Пример 7. Найти все значения параметра а, при которых парабола 
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Решение. Используем другую формулировку данной задачи: при каких значениях параметра а система
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не имеет решений?

Вычитая из первого уравнения второе, получим уравнение 
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Для решения этого неравенства разберем два случая:
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Пример 8. При каких значениях параметра а неравенство 
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Решение. Неравенство 
[image: image616.wmf]0

2

<

+

+

C

Bx

Ax

 выполняется при всех значениях переменной x, если 
[image: image617.wmf]0

<

A

 и 
[image: image618.wmf]0

4

2

<

-

=

AC

B

D

. Выпишем эти условия для данного неравенства: 
[image: image619.wmf]0

1

<

+

a

 и 
[image: image620.wmf](

)

(

)

(

)

0

1

3

1

4

1

4

2

<

+

+

-

-

=

a

a

a

D

. Решим второе неравенство:


[image: image621.wmf](

)

(

)

(

)

0

1

4

3

1

2

0

1

3

1

1

2

2

2

<

-

-

-

+

-

Þ

<

+

+

-

-

a

a

a

a

a

a

a


[image: image622.wmf]Þ



[image: image623.wmf]0

0

3

0

6

2

2

2

>

Þ

>

+

Þ

<

-

-

a

a

a

a

a

или 
[image: image624.wmf]3

-

<

a

.

Оба условия должны выполняться одновременно, т.е. 
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Ответ: 
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Пример 9. При каких значениях параметра а один из корней уравнения 
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Решение. Сначала надо проверить, что уравнение имеет вещественные различные корни, т.е. дискриминант строго больше нуля. Для нахождения дискриминанта воспользуемся формулой корней приведенного квадратного уравнения (см. билет 2, пример 6).
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Для нахождения параметра а запишем теорему Виета: 
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Предположив, что 
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Сложив второе и третье уравнения, получим 
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Пример 10. При каких значениях параметра р уравнение 
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Решение. Надо проверить два условия. Первое условие: уравнение имеет вещественные корни, т.е. дискриминант 
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Второе условие: 
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Оба условия должны выполняться одновременно, т.е. 
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Ответ: 
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Пример 11. При каких значениях параметра 
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 корни уравнения 
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Решение. Корни уравнения существуют и вещественны, если дискриминант 
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Преобразуем выражение
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получим
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Тогда неравенство 
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С учетом условия 
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Ответ: 
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Пример 12. При каких значениях параметра р корни 
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Решение. Заметим, что уравнение y = f(x) = x2 – 2(p – 3)x + + p – 1 задает параболу, ветви которой направлены вверх, так как коэффициент при x2 больше нуля (рис.5).
Для решения задачи надо проверить три условия. Первое условие: уравнение имеет вещественные корни, если дискриминант D ( 0 ( 4(р – 3)2 – 4(р – 1) ( 0 ( р2 – 7р + 10 ( 0 или р ( 5.

Второе условие: 
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Третье условие: абсцисса вершины параболы 
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 должна удовлетворять тому же условию, что и корни уравнения, т.е. 
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p > 4. Все условия должны выполняться одновременно, т.е.
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Ответ: 
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Пример 13. Найти все решения уравнения 
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 в зависимости от величины параметра а.

Решение. Объединим слагаемые, содержащие переменную x, в левой части уравнения, остальные – в правой части:
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Разложим обе части уравнения на множители:
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Исследуем полученное уравнение. Возможны три случая:
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что невозможно, следовательно, решений нет;
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Ответ: 
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Пример 14. Решить неравенство 
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Решение. ОДЗ неравенства: 
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Тогда получим
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Обозначив 
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Применяя метод интервалов, получим 
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И с учетом ОДЗ 
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Ответ: 
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Пример 15. Найти все значения параметра 
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Решение. Функция 
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Найдем ОДЗ неравенства: 
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. Приведем левую часть неравенства к общему знаменателю и разложим числитель и знаменатель на множители
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Применяя метод интервалов и учитывая, что корень числителя 
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Ответ: 
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